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Inledning
| kursen TSBB0O9 — Bildsensorer ingar en beskrivning av Point-Spread-Function (PSF) for en

lins med begrdnsad apertur. | kursen gors géllande (utan bevis) att PSF bestams av
aperturen och att linsens funktion endast ar att lagga bilden av PSF pa avstandet f fran
linsen, déar f ar linsens fokalavstand (i stallet for i oandligheten).

Ett vanligt satt att harleda linsers och aperturers paverkan ar att utga fran Fresnels
diffraktionsintegral. Vanligtvis harleds inte diffraktionsintegralen utan den tas for given. Om
det endast ar aktuellt att harleda linsens PSF sa kan detta goras relativt enkelt direkt fran
Huygens vagrorelsemodell och med l[ampliga approximationer. Vad vi 6nskar visa ar att en
parallellt infallande plan ljusvag bryts mot en punkt pa avstandet f fran linsen och att
ljusfordelningen kring denna punkt (dvs PSF:en) beskrivs av Fouriertransformen av
aperturen (multiplicerad med en fasfunktion). Detta innebar att intensiteten, dvs ”Airys
disk” som uppstar om ett fysiskt bildplan placeras pa detta avstand, kommer att utgoras av
aperturens spektralfunktion. Var harledning gors i en dimension men kan enkelt utvidgas till
tva dimensioner.

En tunn lins

Vi utgar fran en plan-konkav lins med krékningsradie R och maximal tjocklek Ao, enligt figur
1. (Det ar ingen principiell skillnad om vi antar att linsen bada sidor ar krokta.) Vi antar
vidare att linsen ar tunn och Ap << R. Linsen ar utford i ett material (exempelvis glas) med ett
brytningsindex n som &r storre an i luft. Detta innebar att ljuset ror sig langsammare i linsen
an utanfor vilket skapar en fasskillnad mellan ljusstralar som tar sig igenom linsen pa olika
hojd.

Infallande ljusstrale

Figur 1. Plan-konkav lins

Vi tanker oss nu en rektangular box som inkapslar linsen. En horisontell ljusstrale pa hojden
X kommer saledes att ga igenom linsen en stracka A(x’) och darefter genom luft under
strackan Ao -A(x’). Eftersom linsen ar tunn antas ljusstralen komma ut pa samma hojd x’.
Geometrin ger att
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dar den sk paraxial-approximationen har anvénts (x’ << R).

Den ”skenbara” strackan i linsen kommer att bli langre for ljuset (med faktorn n) jamfort
med strackan i luft. Dvs, optiskt sett sa blir den totala strackan
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Dar ”linsmakarens formel ” 1/f = (n-1)/R har anvants.

Fastransformationen som skapas av linsen kan representeras med den komplexa
fasfunktionen
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dar fasskillnaden som skapas av nAp ar oberoende av x’ och darfor kan bortses ifran.

Optiska systemet

Det optiska systemet visas i figur 2. En koherent planparallell vag infaller mot linsen. Enligt
Huygens ljusmodell kan vi betrakta alla utgaende punkter fran linsen som punktkallor med
utstrackning dx’. Lat oss betrakta en punkt pa hojden x i fokalplanet (pa avstandet f fran
linsen) och en ljusstrale som utgar fran punkten x’ och nar punkten x. | forhallande till
strackan f fas gangvagsskillnaden

(x' = x)?
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Dar aterigen paraxial-approximationen har anvants.
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Figur 2: Optiska systemet. Infallande ljus ar en plan vag



Fastransformationen som skapas av ljusets vag mellan linsen och fokalplanet kan saledes
skrivas
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Under antagandet att det infallande ljuset mot linsen har intensiteten ¥=1 och faslaget O,
samt att vi har en apertur som paverkar intensiteten enligt funktionen rect(x’) sa fas
ljusfordelningen i linsens fokalplan enligt
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Om langdskalan i fokalplanet normeras enligt u = x/(Af) kan vi skriva detta som
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Vilket ar detsamma som Fouriertransformen av rect(x’) multiplicerat med en fasfunktion
som varierar éver fokalplanet. Vad giller intensiteten |gp(u)|? (dvs Airys disk) s& paverkas
denna naturligtvis inte av fasfunktionen.

Specialfall: Exakt Fouriertransform

Pa grund av fasfunktionen exp(ikxz/(Zf)) har vi alltsa inte en ren Fouriertransform. Se
figur 2. Antag att ett objekt (eller apertur) inte befinner sig vid linsen, utan pa avstandet f
framfor linsen. Det visar sig da att fasforskjutningen fran aperturen fram till linsen foljer
exakt samma formel som den mellan linsen och bildplanet. Det betyder att det dyker upp en
ny kvadratisk fasfunktion med omvant tecken som tar ut den forsta. For bevis se nedan.
Slutsatsen ar att ett objekt (eller apertur) som befinner sig pa avstandet f framfér linsen
kommer att fa en exakt Fouriertransform i fokalplanet.




Bevis for specialfallet exakt Fouriertransform
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Infor fastransformen mellan aperturen och linsen

Dar x” utgor hojdkoordinat langst aperturen och d ar avstandet mellan aperturen och linsen.
Vart tidigare uttryck for faltet i bildplanet modifieras till
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Kvadratkomplettera:
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Gor foljande substitution:
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Och anvand (Fresnels integral):
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Satter vi d = f sa blir faktorn framfor integralen endast en (komplex) konstant.

Héarledningar av Fresnels integral finns exempelvis pa
https://www.youtube.com/watch?v=XDUZ8bGdvYs
https://math.stackexchange.com/questions/1522926/integral-of-eix2
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